Kgbenhavns Universitet. @konomisk Institut

2. arsprgve 2014 S-2DM rx ret

Skriftlig eksamen i Dynamiske Modeller
Fredag den 21. februar 2014

Rettevejledning

Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

Vze C:P(z)=2"+52° +102%2 + 102 + 4.

Desuden betragter vi differentialligningerne

dr  Br Pz de
52 1102 4 102 L up =0
(+) a TP T T TS
0g
de  BPr Pr da
(%) CF 52T 102 1102 4 ax = 90,

dt dt3 dt? dt

(1) Vis, at tallene p; = —1 og ps = —2 er rodder i polynomiet P.

Lgsning. Dette indses ved at indsactte tallene py = —1 og po = —21i
polynomiet P.

(2) Bestem samtlige rodder i polynomiet P.
Lgsning. Ved at benytte polynomiers division finder vi, at
Vze C:P(2)=(2+1)(z+2)(2* + 22 + 2),
og dernaest ser vi, at
P 4+2:42=0&2=—-1+iVz=-1—1

Hermed er alle rédderne i polynomiet P fundet.



(3)

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x).

Lagsning. Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x) er:
T = cle_t + 026_% + 03e_t cost + c4e_t sint,

hvor ¢y, ¢, c3,c4 € R.
Godtger, at differentialligningen () er globalt asymptotisk stabil.

Lgsning. Da alle de karakteristiske rgdder har negativ realdel, er
differentialligningen () globalt asymptotisk stabil.

Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen ().

Lasning. Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen () er:
r=cre t+cge? 4 cgetcost + cuetsint + 3et,

hvor ¢y, ¢, c3,c4 € R.

Vi betragter nu tredjegradspolynomiet ) : C — C, som er givet ved

forskriften
VzeC:Q(z) =2 — 2% + 252 — 25,

og differentialligningen

dy  d*y dx
) e )
(e x%) B ae g Y

Vis, at tallet 07 = 1 er rod i polynomiet (), og bestem dernaest de
gvrige rgdder i Q).

Lgsning. Ved indsattelse af tallet 1 i polynomiet ) ser man, at 1 er
rod i dette polynomium, og ved polynomiers division finder man sa, at

VzeC:Q(2) = (z—1)(z* +25),

hvoraf det fremgar, at de to gvrige rgdder er oo = 5i og 03 = —bi.
Bestem den fuldstaendige lgsning til differentialligningen (x * x).

Lgsning. Den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (x  *) er:
y = kie' + kg cos(5t) + kssin(5t), hvor ky, ko, ks € R.



(8) Bestem den maksimale lgsning til differentialligningen (x ), som ogsa
er lgsning til differentialligningen (xx).

Losning. Den sggte maksimale lgsning er funktionen y = 3e’.

Opgave 2. Vi betragter 3 x 3 matricen

2 1 1
A= 2 3 4
-1 -1 =2
og vektordifferentialligningen
dz
— = Az.
Q 7~ A

(1) Bestem egenvaerdierne og egenrummene for matricen A.

Lgsning. Matricen A har det karakteristiske polynomium Pa(t) =
—t3 4+ 3t 4+t — 3, og vi ser, at tallet 1 er en rod i P4. Desuden far vi
dernaest, at

Py(t) = (t — 1)(—t* + 2t + 3),
hvoraf det folger, at de gvrige karakteristiske rgdder er —1 og 3.
Dette viser, at matricen A har egenveerdierne —1,1 og 3.

De tilhgrende egenrum er

(2) Bestem den fuldsteendige lgsning for vektordifferentialligningen (§).

Lasning. Den fuldsteendige lgsning for vektordifferentialligningen (§)
er:

0 -1 -2
z=ce | =1 | +cyé 1 +e3e | =3 |, hvor ¢, ¢, ¢35 € R.

1 0 1



(3) Bestem den specielle lgsning z = z(t) til vektordifferentialligningen (§),
sa betingelsen z(0) = (2,1, 5) er opfyldt.

Lgsning. Vi finder, at

Opgave 3.
(1) Idet
4
cos(4v) + isin(4v) = (cos v+ isin v)
(De Moivres formel for n = 4), skal man bestemme cos(4v) og sin(4v)

udtrykt ved cosv og sinv.

Lgsning. Vi finder, at

4 2 2
(cosv—i—zsmv) :((cosv+zs1nv)2) :(COS2U—SIH2U+QZCOS?}SIHU) =

2 o2 2 2 , 2 .9 -
(cos v — sin v) — 4 cos®vsin“ v + 4Z(COS v — sin v) cosvsinv =
cos® v+sint v—2 cos? vsin? v—4 cos® v sin® v+i (4 cos® v sin v—4 cos v sin® v) ,
hvoraf vi aflaeser, at

cos(4v) = cos v + sin* v — 6 cos? v sin® v,

0g
sin(4v) = 4 cos® vsinv — 4 cos v sin® v.

Lad tallet z € T = {t € C | |[t| = 1} veere vilkarligt valgt, og betragt
fglgen (21,), hvor z, = 2* for ethvert k € N.

(2) Vis, at folgen (z) har en konvergent delfglge med graensepunkt zo € T.

Lgsning. Torus’en T er en kompakt maengde, og da enhver fglge pa en
kompakt meengde har en konvergent delfglge med graensepunkt i den
kompakte maengde, ser vi straks, at pastanden er sand.



Opgave 4. 1 spilteori betragter man et spil, som kaldes ”Battle of the
Sexes”, og 1 dette spil indgar de to korrespondancer F, G : [0,1] — [0, 1], som
er givet ved forskrifterne

{0}, for0<uz
F(z)=110,1], forz=2
{1}, for2<z<1
0g
{0}, for0<y<
G(y)=1{1[0,1], fory=g
{1}, fori<y<1

(1) Vis, at korrespondancerne F' og G begge har afsluttet graf egenskaben.

Lgsning. Grafen for korrespondancerne F' og G er afsluttede maengder
i R?, hvilket godtger pastanden.

(2) Vis, at ingen af korrespondancerne F' og GG er nedad hemikontinuerte.

Lgsning. Lad os pa intervallet [0, 1] veelge en folge (24), hvor a # 2
for ethvert £ € N, men som er konvergent med % som graensepunkt.
Vi bemaerker nu, at der ikke findes nogen konvergent folge (yx) med %
som greensepunkt, hvor y, € F(xy). Dette viser, at korrespondancen
F' ikke er nedad hemikontinuert.

Pa tilsvarende made indser man, at korrespondancen G heller ikke er
nedad hemikontinuert.

(3) Bestem en forskrift for den sammensatte korrespondance H = G o F' :

[0,1] — [0,1].
Lgsning. Vi finder, at
{0}7 for 0 S T < %
H(@)=GoF(x)= |J Gy =4[0,1], forz=2% .
yEF (z) {1}, for % <r<l1

Et punkt (z*,y*) € [0,1] x [0,1] kaldes et ligevaegtspunkt for parret
(F,G), hvis og kun hvis z* € G(y*) og y* € F(z*).

(4) Bestem ligeveegtspunkterne for parret (F, G).

Lgsning. Viser, at ligevaegtspunkterne for parret (F, G) er: (0,0), (3, 3)
og (1,1).



